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1 Cel pracy

1. Badanie zachowania sie stabych rozwiazan nielokalnych zagadnien Robina dla li-
niowych i quasiliniowych eliptycznych réwnan drugiego rzedu w poblizu punktu

katowego na brzegu przy minimalnej gtadkosci wspotczynnikow.

2. Badanie nielokalnych zagadnien na wartosci wtasne. Wyprowadzenie nieréwnosci

typu Friedrichsa - Wirtingera z dokladna stala szacujaca.

3. Wyprowadzenie catkowych i punktowych oszacowan stabych rozwiazan nielokalnych
zagadnien Robina dla liniowych i quasiliniowych eliptycznych réwnan drugiego rzedu

w poblizu punktu katowego na brzegu.

4. Potwierdzenie doktadnosci uzyskanych wynikéw odpowiednimi przyktadami.

2 Aktualno$¢ podjetej tematyki

Obecnie zbudowana jest kompletna teoria dla réwnan liniowych eliptycznych i para-
bolicznych w obszarach o gtadkich brzegach, mianowicie teoria istnienia, jednoznacznosci
i regularnosci rozwigzan. Jednym z jej gtéwnych wynikéw jest to, ze jezeli wspodtezynniki
roOwnania, operatory brzegowe, ich prawe strony, a takze brzegi obszaréw sa wystarczajaco
gladkie, to rozwiazanie zagadnienia jest funkcja gltadka. Innymi podstawowymi wynika-
mi tej teorii sa oszacowania a priori rozwigzan w roéznych przestrzeniach funkcyjnych i
wlasciwosci Fredholma dla operatora odpowiadajacego zagadnieniom brzegowym.

Jednakze, wiele zagadnien fizyki i techniki sprowadza sie do koniecznosci badania za-
gadnien brzegowych w obszarach o niegtadkim brzegu. Do takich obszaréw, w szczegdlno-
Sci odnosza sie te, ktore maja skoriczong liczbe punktéw katowych (n = 2) lub stozkowych
(n > 2) badz tez krawedzi na brzegu.

Rownolegle z ogolna teorig eliptycznych zagadnienn brzegowych w obszarach gladkich,
zagadnienia takie byly rozwazane dla obszaréw z osobliwo$ciami na brzegu. Zakres wiedzy
dla eliptycznych zagadnien brzegowych w niegtadkich obszarach szczegétowo opisany jest
w pracy W.A Kondratiewa i O.A. Oleinika [32]. Naruszenie warunku gtadkosci brzegu w
tych zagadnieniach prowadzi do rozwiazan z osobliwo$ciami w sasiedztwie nieregularnych
punktéw brzegowych. Dlatego tez metody badan stosowane dla eliptycznych zagadnien
w obszarach gladkich nie moga by¢ tutaj uzyte. Z jednej strony, metody, ktore zostaty

opracowane dla gtadkich obszarow nie moga by¢ bezposrednio stosowane dla obszaréw z



osobliwosciami. Z drugiej strony, wiele wynikow majacych miejsce dla obszaréw gtadkich
nie jest prawdziwych jesli brzeg obszaru zawiera osobliwosci (nie jest mozliwe wyprostowa-
nie brzegu poprzez gladkie transformacje). Tak wiec w przypadku niegtadkich obszarow
wyniki nie moga by¢ podobne do rezultatow otrzymanych w obszarach gtadkich. Wobec
tego badanie eliptycznych zagadnien brzegowych w obszarach z osobliwo$ciami wymaga
nowej teorii.

Dla prawidtowego sformutowania zagadnienia w obszarze o niegtadkim brzegu koniecz-
ny jest odpowiedni wybor prawej strony rownania, warunkéw brzegowych oraz przestrzeni
funkcyjnych, ktore pozwola go rozwiazaé¢. W wielu z tych probleméw, aby zbada¢ zachowa-
nie si¢ rozwigzan w poblizu osobliwosci na brzegu wykorzystuje sie specjalne przestrzenie
funkcyjne majace pochodne catkowalne z pewna potegowa waga (przestrzenie Kondratie-
wa). Takie przestrzenie poprawnie opisuja osobliwosci rozwiazania i jego pochodnych w
poblizu nieregularnych punktéow brzegowych: rozwigzanie jest gltadkie wszedzie za wyjat-
kiem punktow katowych (stozkowych, krawedzi), a gdy zbliza sie do granicy osobliwosci
ma, ogolnie rzecz biorac, osobliwosci typu wyktadniczego.

We wspotczesnych badaniach teorii rownan rézniczkowych czastkowych koncepcja funk-
c¢ji uogodlnionych jest szeroko stosowana. Najpierw rozwaza si¢ istnienie uogoélnionych roz-
wigzan w bardzo slabym sensie, a nastepnie wyprowadza si¢ regularnosé¢ otrzymanego
rozwigzania. W ten sposob stabe rozwiazanie jest tez rozwigzaniem w silnym sensie.

Dla istnienia i jednoznaczno$ci rozwigzan tych zagadnien istotne sg rézne wtasnosci
rozwigzan (teoria jako$ciowa) wlacznie z regularnoscia, osobliwoscia oraz asymptotycznym
zachowaniem sie rozwiazan itd. Wérod tych wlasnosci regularnosé i osobliwo$é rozwiazan
czesto odgrywa wazng role.

Na przyktad, w naukach o materiatach konstrukcyjnych osobliwos¢ odpowiada szcze-
linie w materiale, a w reakcjach chemicznych wybuchowi. Regularnos¢ rozwiazania in-
formuje nas natomiast o ciagtosci badz tez gltadkosci rozwigzania. Jesli rozwiazanie jest
ciagte, to mozna uzy¢ wartosci rozwiazania w danym punkcie i przedtuzyé jego wartos$¢ na
otoczenie tego punktu. Pomaga nam to w ilo$ciowym zrozumieniu rozwiazania, jak row-
niez w numerycznym jego obliczaniu. Dalsze badania wykazaly réwniez, ze regularnosé
rozwigzan powiazana jest $ciSle z ich istnieniem i jednoznacznoscia. Kiedy rézne meto-
dy analizy funkcjonalnej sa stosowane w badaniach réwnan rézniczkowych czastkowych
zazwycza] mozna wybraé przestrzen funkcyjna od ktorej oczekuje sie, ze rozwiazania do

niej naleza. Taka przestrzen automatycznie implikuje rodzaj regularnosci rozwiazan. Poza



tym, regularnos¢ rozwiazan jest czesto wyrazona przez pewne oszacowania, ktore rowniez
sa pomocne w dowodzie istnienia i jednoznaczno$ci rozwiazania.

Jednym z pierwszych badan dla ogdlnych liniowych zagadnien brzegowych w obsza-
rach z punktem katowym lub stozkowym na brzegu byla praca T. Carlemana [21]. Inne
pionierskie badania w tym kierunku to prace Ya. Lopatinskiego [33], W. Kondratiewa
[30, 31|, jak rowniez artykuly M. Birmana i G. Skworcowa [3]|, G. Eskina [24, 25|, W.
Mazji [34] - [35].

Ogolne liniowe eliptyczne zagadnienia brzegowe dla obszaréw z punktem katowym
lub stozkowym studiowal W. Kondratiew [31]. Badal on rozwiazywalnosé¢ i regularnosé
w przestrzeniach wagowych Sobolewa (przestrzeniach Kondratiewa) przy zalozeniach do-
statecznej gtadkosci zaro6wno rozmaitosci 0G \ O jak tez wspotczynnikow zagadnienia.
Nastepnie G.M. Wierzhbinskij i W.G. Mazja [46, 47| rozwazali zagadnienie Dirichleta dla
rownan eliptycznych drugiego rzedu i uzyskali doktadne oszacowanie rozwiazan w poblizu
osobliwosci na brzegu pod warunkiem, ze wspotczynniki rownania sg ciagle wzgledem H6l-
dera. Pozniej M.W. Borsuk [19, 14| (patrz rowniez [5, 8, 9, 12, 17, 18]) badal zachowanie i
gladko$c¢ rozwiazan zagadnien Dirichleta i Robina dla réwnan eliptycznych drugiego rzedu
w postaci zaréwno dywergencyjnej jak i niedywergencyjnej w poblizu punktu stozkowego
na brzegu. Poprawil on rezultat Mazji-Wierzhbinskiego wymagajac, aby starsze wspot-
czynniki byty ciagte wzgledem Diniego w punkcie stozkowym O, podczas gdy mtodsze
wspotezynniki moga rosna¢ (wskazal doktadny rzad wyktadnika wzrostu).

Quasiliniowe zagadnienia brzegowe dla obszaréw z punktami osobliwymi na brzegu
po raz pierwszy zostaly poruszone przez P. Tolksdorfa [40] - [44], E. Miersemanna, M.
Dobrowolskiego [22, 23] i P. Grisvarda [28|. Badali oni zachowanie stabych rozwiazan
dla zagadnien quasiliniowych o szczegélnej dywergencyjnej postaci réwnania w poblizu
katowych lub stozkowych punktow brzegowych. Natomiast M.W. Borsuk [6] (patrz takze
[4, 7, 10, 11, 13, 14, 16, 19]) byt pierwszym, ktory badal rozwiazywalnosé i regularnosé
rozwigzan zagadnienn Dirichleta dla eliptycznych quasiliniowych réwnan drugiego rzedu
w postaci niedywergencyjnejw w obszarach z punktem stozkowym. Otrzymal on lokalne
(w poblizu punktu stozkowego) oszacowanie Holdera pierwszych pochodnych rozwiagzan
z dokladnym wyktadnikiem, ktory jest centralng czescia w dowodach rozwiazywalnosci
takich problemoéw.

Historia badan nielokalnych zagadnienn brzegowych siega poczatku XX wieku. Umo-

tywowane sa one z jednej strony teoretycznym rozwojem, a z drugiej strony waznymi



zastosowaniami pojawiajacymi sie miedzy innymi w teorii plazmy [2], w teorii wielowy-
miarowych procesow dyfuzji [26, 27, 38, 45|, czy tez w stochastycznej teorii sterowania,
[1].

W teorii nielokalnych zagadnien pojawiaja si¢ dodatkowe trudnosci, poniewaz naru-
szenie gladkosci rozwiazania wystepuje nie tylko na wskutek niegtadkich obszaréow, ale
rowniez zwiazane jest z obecnoscia nielokalnych sktadnikéw w warunkach brzegowych.

W wypadku réwnarni eliptycznych liniowych drugiego rzedu w gtadkich obszarach takie
zagadnienia sa dobrze zbadane. Jedna z pierwszych badan w tym zakresie byta praca T.
Karlemana z 1932 r. [20]. Nastepnie A. Bicadze i A. Samarski [2] zbadali nielokalne za-
gadnienie Dirichleta dla réwnania Laplace’a, w ktorym wartosci niewiadomej funkcji na
kawalku brzegu powiazane byly z wartosciami tej funkcji na pewnej rozmaitosci lezacej
wewnatrz obszaru. W tych pierwszych pracach no$nik nielokalnych sktadnikow ma pusty
przekroj z brzegiem obszaru. Fakt ten sprawial, ze rozpatrywane przez nich zagadnienia
mozna byto przeksztatci¢ do rownania catkowego Fredholma drugiego rodzaju i zastosowaé
teorie tych rownan w dowodzie jednoznacznej rozwiazywalnosci postawionych zagadnien.
W tym wypadku dodawanie nielokalnych sktadnikéw nie zmienia podstawowych wtasnosci
zagadnien eliptycznych: zachodzi gtadkos¢ rozwiazan, wtasnosé¢ Fredholma odpowiedniego
operatora, stabilnos¢ indeksu w stosunku do dowolnych zaburzen nielokalnych, dyskret-
nos¢ widma operatora.

W ogoélnym przypadku nielokalne zagadnienia eliptyczne okazuja sie bardziej skompli-
kowane. Tylko ostatnie osiagniecia w teorii réwnan rézniczkowych czastkowych umozliwity
badania szerokiej klasy nielokalnych brzegowych zagadnien eliptycznych. W latach 1982-
2010 A. Skubaczewskij [39] rozwinal ogolna teorie takich zagadnieri. Najwieksze trudnosci
podczas badania nielokalnych zagadnien eliptycznych takiego typu pojawiaja sie w wypad-
kach niepustego przekroju nosnika nielokalnych danych z brzegiem obszaru. Powoduje to
pojawienie sie osobliwosci potegowych dla rozwiazan w poblizu tego przekroju. Dlatego tez
naturalnym jest rozwazanie nielokalnych zagadnien eliptycznych w przestrzeniach wago-
wych Sobolewa. A. Skubaczewskij razem ze swoimi uczniami udowodnit rozwiazywalnosé
nielokalnych eliptycznych zagadnien brzegowych i otrzymal oszacowania a priori rozwia-
zan w wagowych i niewagowych przestrzeniach Sobolewa. Wszystkie ich rezultaty zostaty
otrzymane dla réwnan z nieskoriczenie rézniczkowalnymi wspotezynnikami. A. Skubaczew-
skij [39] i P. Gurewicz 29| zajmowali sie rowniez nielokalnym zagadnieniem eliptycznym

o statych wspotczynnikach w kacie ptaskim. Otrzymali oni warunki wystarczajace dla ist-



nienia i jednoznacznosci silnych rozwiazan w wagowych przestrzeniach Kondratiewa oraz

wyprowadzili asymptotyczne formuty tych rozwigzan.

3 Oryginalno$¢ naukowa i nowatorstwo

W pracy otrzymano nastepujace nowe rezultaty:

e wyprowadzono nowg catkowo - rozniczkowalng nieréwnos$é typu Poincaré’ego-

Frie-drichsa-Wirtingera dostosowana do nielokalnych zagadnien eliptycznych;

e zbadano regularnos¢ stabych rozwigzan nielokalnego liniowego zagadnienia Robina
dla eliptycznych dywergencyjnych rownan drugiego rzedu w poblizu punktu kato-

wego na brzegu przy minimalnych warunkach na gtadko$é wspotczynnikow;

e odnaleziono wyktadnik potegi predkosci malenia stabych rozwigzan nielokalnego za-
gadnienia Robina dla liniowych eliptycznych dywergencyjnych réwnan drugiego rze-

du w poblizu punktu katowego na brzegu;

e zbadano regularnos¢ stabych rozwigzan nielokalnego zagadnienia Robina dla elip-
tycznych quasiliniowych dywergencyjnych réwnan drugiego rzedu w poblizu punktu

katowego na brzegu przy minimalnych warunkach na gtadkosé¢ wspotczynnikow;

e odnaleziono wyktadnik potegi predkosci malenia stabych rozwiazan nielokalnego za-
gadnienia Robina dla eliptycznych quasiliniowych dywergencyjnych réwnan drugiego

rzedu w poblizu punktu katowego na brzegu;

e przedstawiono przyktady ilustrujace istotnosé zatozen i prawdziwosé¢ otrzymanych

wynikow.

4 Metodyka badan

Wyprowadzenie oszacowan koniecznych dla gtadkosci rozwiazan oparto na metodach:

e De Giorgi i Stampacchia przy oszacowaniu modutu stabych rozwigzann badanych

zagadnien;
e pierécieni Kondratiewa;

e iteracyjnej metodzie Mosera dla lokalnych wtasnosci stabych rozwigzan;



e calkowo - rézniczkowalnych nieréwnosci (Hardy’ego, Friedrichsa - Wirtingera, roz-

wiazania zagadnienie Cauchy’ego dla rézniczkowalnych nieréwnosci);
e techniki barierowej;
e zasady maksimum;

e zasady poréwnawczej.

5 Teoretyczna i praktyczna wartosé¢ pracy

Praca ma charakter teoretyczny. Uzyskane rezultaty poszerza wiedze z teorii zagad-
nien brzegowych dla réwnan rézniczkowych czastkowych i beda stanowié istotny postep w
rozwinieciu tej teorii. Beda one mogly znalez¢ praktyczne zastosowanie w réznych dziedzi-
nach fizyki i techniki, np. w teorii turbulencji, teorii wielowymiarowych proceséow dyfuzji,
technologii lotniczej, teorii konstrukeji rakiet, stochastycznej teorii sterowania oraz teorii
plazmy i innych. Metody i wyniki pracy moga by¢ wykorzystane przy badaniu zachowa-
nia sie rozwigzan mieszanego zagadnienia brzegowego w obszarze z punktem katowym jak

rowniez i nielokalnego zagadnienia brzegowego w obszarze z krawedzig na brzegu.

6 Najwazniejsze wyniki i struktura pracy

W pracy rozwazony zostal najtrudniejszy rodzaj zagadnien nielokalnych tj. przypadek,
w ktorym nosnik nielokalnego sktadnika przecina brzeg obszaru.

Praca sklada sie z siedmiu rozdzialéw. W rozdziale pierwszym zaprezentowana jest
krotka historia podjetej tematyki oraz opisane zostaja badane zagadnienia.

W rozdziale drugim wprowadzamy stosowana notacje. Przedstawie teraz niezbedne

oznaczenia uzyte w streszczeniu:
e 7 = (z1,75) — element w R?;
e O=(0,0);
e (r,w) — wspolrzedne biegunowe w R? o biegunie w punkcie O okreslone nastepujaco:

r1 — TcCOoSwhq,

To = rsinw,

gdzie r = |x|;



S — okrag jednostkowa w R? o érodku w punkcie O;

e Xy =GnN{zxy =0}

e (G — ograniczony obszar w R? posiadajacy punkt katowy na brzegu;

e O0G — brzeg obszaru G; zaktadamy, ze O € 0G;

e G = G UOIG — domkniecie obszaru G

e meas G — miara Lebesque’a obszaru G,

e diam G — $rednica obszaru G,

e dx — element powierzchni w R?;

e ds — element dtugosci w R;

e 7 = (n1,ny) — zewnetrzny wektor jednostkowy normalny do 9G;

o C: kat {w1 >rcos%; —o0o <y <00, wy € [0,27)} o érodku w punkcie O;

e (): tuk otrzymany z przeciecia kata C z okregiem S : Q=CNS = (—%, %),
o G = {(r,w); 0<a<r<b we Q} N G: pierécien w R?;

o M, ={(rw); 0<a<r<b w==+2L}NIG: powierzchnia boczna obszaru G;
e Gy=G\GY Ty =T \TL, d>0;

2

o Gy = {(T,M)‘T>O; — X <w< P, w € (Oyf)} C R?;

o Diu:= Ou .

T Oz

o Vu := (Dyu, Dyu);

(Diu)2)1/2;

|Vu| := (

2

T

e &/ — symbol Kroneckera.

Bez straty ogoélnosci zaktadamy, ze istnieje d > 0 takie, ze G¢ jest kqtem o wierzchotku

w punkcie O oraz mierze wy € (0, 27), wowczas

re, = {(371,$2)

xr1 = *x9ctg %; |z] < d}. (6.1)
Nastepnie przedstawiamy przydatne definicje
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Definicja 1. Funkcje A nazywamy ciagla w zerze w sensie Diniego jezeli catka

A0,

t

jest skonczona dla pewnego d > 0.
Przestrzenie funkcyjne uzywane w dalszej czesci:
e przestrzen C*(G) z norma, |ul,, &;
o przestrzen Lebesque’a L,(G), p > 1 z norma ||ul|,q;

e przestrzeni Sobolewa W¥P(@G), dla naturalnych k& > 0 i rzeczywistych 1 < p < oo z

1

norma ||u|p.k ) = <f Z |Dﬁu|pdx> :

e przestrzen wagowa Sobolewa V’lC (@), dla naturalnych k > 0, rzeczywistych a oraz
1

1 < p < oo, znormy [[uflve, (@) <f S o8-k DBy |p d:z:) ‘
’ G |Bl=0
Piszemy W*(G) zamiast W*?(G), WE(G) zamiast V’;,a(G).
W rozdziale trzecim rozwazamy zagadnienie na wartosci wtasne:

(19! (@) "2 (W) + Ol (W)™ *(w) = 0, w € N

20 o

[ ()" %9 (0) =0

o (=) (—) + o [o (—)" w(—%)=0,

gdzie m > 2, B,,6_ >0, b > 0. Polega ono na wyznaczeniu wszystkich wartosci ¥ (war-

() e ()]

(QEVP)

m—2

tosci wtasnych) dla ktorych zagadnienie (QEV P) posiada niezerowe stabe rozwiazanie
(funkcje wlasna) ¢ € Wh™(Q) N CY(Q).
W przypadku liniowym (m = 2) zagadnienie na wartosci wlasne (QEV P) ma postac
P (w) + Ap(w) =0, we N
V() + 8¢ (%) +b(0) =0, (EVP)
o) e (n) =

gdzie \2 = 9.



Zbadano wlasnosci rozwiazywalnosci (EV P). Rozwiazujac je otrzymujemy funkcje

wlasng 1) postaci
Y(w) = [f_sin A (w + a;O) + Acos A <w + u;0> (6.2)
oraz warto$¢ wtasng A, ktora jest pierwiastkiem réwnania

FO) E ABy + B.) cos hwo + (B4 5 — A2 sin Awp

A A
+b ()\ Cos % + [_sin (;O> =0. (6.3)

W dalszej czesci tego rozdzialu wyprowadzamy dostosowang do naszych zagadnien
nowa nieré6wnos¢ typu Friedrichsa- Wirtingera, ktéra jest dostosowana do rozwazanych

nielokalnych zagadnien.

Twierdzenie 2. Niech ) C S bedzie tukiem , m > 2, ¥ bedzie wartoscig wtasng zagadnie-
nia (QEV P), natomiast vp € W™ (Q)NC°(Q) bedzie stowarzyszong z nig funkcja wtasng.
Wowczas dla kazdej funkeji u € WH™(Q) N C°(Q), u # const # 0 zachodzi nieréwnosé

0 [lu)mdo < [ (@)™ do+ B ’u (‘?) ’m 4B ‘u (—";0) ‘m (W)

gdzie
B=wORO" 2 () e (5)] "+ (6.4)

Uwaga 3. Nierownos¢ (WW),, jest najlepsza mozliwa tzn. stala ¢ w tej nieréwnosci jest

dokladna.

Na podstawie warunkow brzegowych (EV P) oraz z postaci (6.2), dla m = 2, mamy:

pos O M) B0(E),  vlR)
v(%) V(%) v (%)
_ A(Asin dwg — B cos Adwy) _ B, .

G- sin Adwy + A cos Adwy

W tymze rozdziale otrzymujemy takze inne catkowo - rézniczkowe nieréwnosci pomoc-
nicze majace zastosowanie w badaniu zachowania sie stabych rozwigzan rozpatrywanych
zagadnien w poblizu punktu katowego O na brzegu obszaru G.

W rozdziale czwartym, stosujac inne metody niz te uzyte przez Skubaczewskiego
[39] i Gurewicza [29] , badamy zachowanie si¢ slabych rozwiazan u € C°(G) N I/?/é(G)

nielokalnego, liniowego zagadnienia Robina (L) w poblizu punktu katowego na brzegu.
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Wyniki przedstawione w tym rozdziale oparte sa na pracach [Z] i [BZ]. Otrzymano
w nich oszacowanie modutu stabych rozwiazan zagadnienia (L) w poblizu punktu kato-
wego O na brzegu. W pracy [Z] jest rozwazone zagadnienie (E'V P) na wartosci wlasne
niezawierajace nielokalnego sktadnika bi(0) oraz otrzymana zostala odpowiednia, dla tak
sformutowanego zagadnienia (E'V P), nieréwnos¢ typu Friedrichs’a-Wirtingera. Natomiast
w artykule [BZ| rozwazone zostalo zagadnienie (E'V P) z nielokalnym sktadnikiem (takie

jak na stronie 8). Dla tak sformutowanego (E'V P) otrzymana zostala Scislejsza nierow-

¥(0)
P(wo/2)"

doprowadzito w konsekwencji do Scislejszego oszacowania modutu stabych rozwiazan po-

no$¢ typu Friedrichs’a-Wirtingera zawierajaca sktadnik b Uzyskanie tego wyniku
stawionego zagadnienia w poblizu punktu katowego na brzegu obszaru: |u(z)| = O(|z|%)
z lepszym wyktadnikiem .

Niech G C R? bedzie obszarem ograniczonym o brzegu 0G = I'y UT_, ktéry wsze-
dzie, za wyjatkiem poczatku O € 0G uktadu wspotrzednych (zq, x2), jest gltadka krzywa,
a w poblizu punktu O krzywe I'y sa bokami kata o mierze wy € [0,27) i wierzchotku
O. Zakladamy, ze ¥y = G N {xy = 0}, przy czym O € X, (patrz Rys. 1). Ponad-

to, niech v bedzie dyfeomorfizmem odwzorowujacym I[', na ¥,. Zakladamy, ze istnie-

je d > 0 takie, ze w sasiedztwie punktu O odwzorowanie v jest obrotem o kat —<,
wowezas y(Td, ) = ¥d = Gd N .
Rozwazamy nastepujace nielokalne zagadnienia eliptyczne z nielokalnym warunkiem

Robina taczacym wartosci niewiadomej funkcji u na krzywej I', z warto$ciami u na g :

2 (a9 (@)uy, ) + b @)y, + clz)u = f(z), z€G
o 4 8,48 4 Lu(y(x)) = g(x), zel, (L)
Ge B4 = h(a), rel;

tutaj:
e 3. >0, f_ >0, b>0sadanymi liczbami;

o 2 =qa'(z)cos(W,x;) 5.
J

W przedstawionym zagadnieniu zachodzi sumowanie po powtarzajacych sie indeksach
od 1 do 2, natomiast 7 oznacza jednostkowy wektor normalny do G \ O zewnetrzny

wzgledem G.

W odniesieniu do zagadnienia (L) przyjmujemy, Ze spelnione sa nastepujace zaloze-

nia:
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Rysunek 1: Obszar z punktem katowym

(a) warunek jednostajnej eliptycznosci:

v < a’(2)&& < pg?, Vre G, VEER? v, u=const>0
(bez straty ogdlnosci mozemy zaltozyé, ze v < 1),
a’(z) = a’(z), YreG, a"(0)=d, (i,j=1,2),

gdzie (55 jest symbolem Kroneckera;

(b) a’(z) € C°(G), b (x) € Ly(G), c(x) € Lys(G) N Lo(G),p > 2; ponadto spetniajg

nierownosé
2 % 2 ) %
(32 la) = O ) 4 el (S W@+ loPleto)] < Al
ij=1 i=1

dla wszystkich x € G, gdzie A(r) monotonicznie rosngcg nieujemng funkciq, ciaglq

w 0 oraz takq, ze A(0) = 0;
(c) c(x) <0 w obszarze G; b >0, By,0- > 0;
(d) f(x) € Lyppa(G) N La(G), g(x) € Loo(I'y), () € Loo(I'-), p > 2;
(e) istniejq liczby fo >0, go =0, hg >0, s > 2 — %, p > 2 takie, Ze
[f@)] < folzl™2, [g(2)] < golz*™",  |h(2)] < hola™;
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(f) My = max |u(x)| (w rozprawie udowodniono oszacowanie a priori modutu stabych
zelG
rozwigzan zagadnienia (L) w jednym z mozliwych przypadkéw - patrz podrozdzial

4.3).

Zasadniczym nowym podejsciem jest badanie regularnodci rozwiazan rozpatrywanych
zagadnien liniowych dla réwnan eliptycznych przy minimalnych zatozeniach na gtadkosé
wspotezynnikow réwnania. Na poczatku, zakladajac wypuklo$é obszaru G oraz stosu-
jac technike funkcji barierowej jak réwniez zasade poréwnawczg, wyprowadzamy wstepne
oszacowanie |u(z)—u(0)] < C|z|*™, 3 > 0 slabych rozwigzan w poblizu punktu katowego
na brzegu. Dalej, w jednym z mozliwych przypadkoéw, w oparciu o metode De Giorgiego
i Stampacchia, otrzymujemy oszacowanie a priori modutu stabych rozwiazan zagadnienia
(L). Nastepnie, stosujac metode pierscieni Kondratiewa [19] oraz iteracyjna metode Mose-
ra (patrz [36, 37]) dowodzimy lokalnej ograniczonosci stabych rozwiazan zagadnienia (L).
W kolejnym podrozdziale, korzystajac z wczesniej wyprowadzonych catkowo - rézniczko-
wych nieréwnosci, otrzymujemy globalne i lokalne oszacowanie wagowej calki Dirichleta.
Ostatecznie uzywajac wezesniej otrzymanych wynikow znajdujemy wyktadnik potegi mo-
dutu ciggtosci stabych rozwiazan w poblizu punktu katowego O. Oszacowanie zachowania
sie rozwigzania w poblizu punktu osobliwego na brzegu jest otrzymane przy zatozeniu, ze
gtowne wspotezynniki réwnania spetniajg warunek ciggtosci wzgledem Diniego, natomiast
mlodsze wspotczynniki moga rosngé.

Teraz zostang przedstawione gtéwne wyniki przeprowadzonych badan dla liniowego,

nielokalnego zagadnienia Robina (L).

Twierdzenie 4. Niech u bedzie stabym rozwigzaniem zagadnienia (L) oraz niech zalo-
zenia (a) — (f) bedq spetnione z funkcjq A(r), ktora spetnia warunek ciggtosci w zerze
w sensie Diniego. Niech N\? bedzie najmniejszq dodatniq wartoscig wtasng zagadnienia

(EV P). Ponadto, zaltdzmy ze

2
0<b<wo<l/+\/l/z+l/woﬁ+>. (6.6)

Wowczas istniejg d € (0,1/e), gdzie e jest liczbg Eulera, oraz stata C' > 0 zalezg-
ca Od v, i, p, HZ?:1|bi($)|2Hp/2,G7 Wo, b7 ﬁ-i—a 5—7 an h’O> gO:Hf(I)HQ,G? ||g($)||m,F+a

1/e
|\h(z)]|oor_ s S, Mo, meas G, diam G, meas T'y, meas ' _ jak rowniez od wartosci [ @dr
0
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takie, ze dla kazdego x nalezgcego do obszaru G2 zachodzi ponizsze oszacowanie

|| e jezeli s > Nky
lu(z)| < C { |o|= 1n(|;|), jeseli s = Mk (6.7)
|z|®, jezeli s < Nk,
gdzie
2(ﬂ++b+B)f\/4(4ﬁg+be)2+2Bb2wo’ jezeli B> 0
(0,1 5 ks = (6.8)
2(6++b+1)—\/4(f++b—1)2+2b2w0, jezeli B <0

oraz B = B(\) jest okreslone (6.5).

Uwaga 5. Na podstawie (6.5), wnioskujemy, ze jezeli b = 0, wowczas B = 3, oraz k. = 1.

Ten fakt pokrywa sie z wynikami otrzymanymi w [15].

Zbadano réwniez zachowanie sie stabego rozwigzania zagadnienia (L) w poblizu punktu
katowego na brzegu przy dodatkowych zalozeniach na warunki brzegowe. W tym szcze-
gblnym przypadku uzyskano lepsze oszacowanie modutu stabego rozwigzania. Wyktadnik
nie zalezy juz od wartosci k4. Réwny jest on natomiast najmniejszej wartosci wlasnej

otrzymanej dla tego zagadnienia, ktora wynosi A = e

Twierdzenie 6. Niech u bedzie stabym rozwigzaniem zagadnienia (L) oraz niech spel-

nione bedq zatozenia (a) — (f) z funkcjg A(r) ciggle w zerze w sensie Diniego. Za-

tézmy dodatkowo, Ze B+u2(m)|r+ + fBou?(z),. + bu(x),., u(y(x))l =0,b= "
Ty

’%%B* i w¥(2)), = u(@)._. Wowczas istniejg d € (0,1/e) i stala C > 0 zalezgca

od v, K, D, ’Z?:l‘bz(m)P p g’ Wo, b7 ﬁ+7 ﬁ*? f07 h07 90, Hf(a:)”Q,C% Hg(x)HOO,FJ,-?

1/e
|h(2)||lcor_s S, Mo, meas G, diam G, meas Ty, meas I'_ oraz wartosci [ @dr ta-
0

kie, ze dla wszystkich x nalezgcych do obszaru G73 zachodzi oszacowanie

|x|%, jezeli s > -
lu(z)] < C |:E|501n(|ml|), jezeli s = I
|z|®, jezeli s < I-.
W rozdziale tym przedstawiony jest rowniez przyktad pokazujacy, ze warunek Diniego
wobec starszych wspotczynnikéw réwnania w punkcie katowym jest konieczny dla po-

prawno$ci otrzymanego twierdzenia.
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Przyktad 7. Rozwazamy obszar Go o brzegu 0G = O U T'y U I'_, gdzie

I, — {r >0,w = i%} Niech b= = - %%ﬁj wowczas funkcja,

u(?",w) = (ln i) AFT [ﬁf cos()\w) — )\Sin()\w)] , A= :;

>

jest rozwigzaniem zagadnienia:

B%i (aij(x)uxj) + c(z)u =0, z € Gy,

00 4 (o) =gle). @ el

%—{—ﬂ_@:h(fﬂ), rel.,
gdzie
2 x2
11 —1_ ) 2 .
@ (z) A+1 7“2111%7
2 T1T2 .

120\ _ 210N _
(@) =a (x>_)\+1.r2ln%’

o2 e
A+1 TQIH%’
a(0) =47, (i, = 1,2),

2 1 1 -1
c(x):—1+)\.rzln2i(Alnr—/m>,
2rB3_ L
Ot Dl -

g(x) = h(z) =

Ponadto, w obszarze G¢, d < e~* réwnanie jest jednostajnie eliptyczne ze stalymi elip-

tycznosci p =1, v =1 — é i A(r) = /\LH In~! (%) . Funkcja A(r) nie spetnia warunku

Diniego w zerze:

1
/ rin pdr = oc.
0 T
Poza tym, wspolezynniki a”(x) sa ciagle w punkcie O, ¢(z) < 0 i warunki 3, u?(z)
v (z). + bu(z)., u(y(m))l =0, u*(x)
Ty

Przyktad ten pokazuje, ze wymaganie Dini-ciagtosci starszych wspotczynnikow w zerze w

+

I,

i, = u?(2)),_ Twierdzenia 6 s spetnione.

Twierdzeniu 6 jest konieczne dla tego by u(z) = O(|z|*).

W ostatnim podrozdziale dla wypuktego obszaru katowego G, stosujac funkcje quasi-
odstepu 7. (), dowodzimy ogdlniejsza postac twierdzenia o globalnym oszacowaniu wago-

wej calki Dirichleta.
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Rozdzial piagty poswiecony jest badaniu zachowania sie¢ stabych rozwiazan
u € C°(G) NV, o(G) quasiliniowego nielokalnego zagadnienia Robina (QL) dla réwnan
eliptycznych drugiego rzedu w poblizu punktu katowego na brzegu:

— ([l V| ™2y, ) + agr™ulul T

—Ou|ul|"?|Vu|™ = f(x), z€G

[ | Vul" 2 5+ Byl uful 2 (QL)

bl (@) )fu(v@)|"" = gla,w), weTy

|| Vu[" 23 + B |z ulu| ™ = h(x,u), v €T

tutaj:
e g>0, m>2602>0,ay>0, 8, >0, B_ >0, b>0 sy danymi liczbami.
W odniesieniu do zagadnienia (QL) przyjmujemy, ze spelnione sg nastepujace zatozenia.

(i) Niech p > 7 > m > 2, 0 < 0 < 224 bedg danymi liczbami; funkcje

m—1
g(z,u) : Ty xR — R oraz h(z,u) : T_ x R — R bedg rézniczkowalnymi w spo-
sob ciggty wzgledem u funkcjami Caratheodory’ego,

.\ Oh(z, )
(i) e < 0, 2zt <,

(iti) f(z) € Lz (G); g(x,0), h(z,0) € W55 (@) oraz istniejg dodatnie stale g1, by takie,

ze
dg(z,u B oh(x,u —
|g<8u) <gilul™, wely; ’E?u) < hifu|™, @ el
. : (m—1)""2[(m-1)(1-0)+q] . s
(Z’U) 0 <b < min { (q+m_1)m,max{172m—3}(%)TrHl’ (m—1) max{+1,2m_3}1} :

Zmajdujemy wyktadnik potegi modutu cigglosci stabego rozwigzania w poblizu punktu
osobliwego O. Mianowicie, wyprowadzamy oszacowania modutu stabych rozwigzan zagad-
nienia (QL) typu u(x) = O(|z|*). Otrzymujemy réwniez globalne i lokalne oszacowania
wagowych i niewagowych calek Dirichleta oraz wyprowadzamy globalne oszacowania a
priori modutu stabych rozwigzan. W dowodzeniu powyzszych wtasnosci wykorzystuje-
my metody uzyte w rozdziale czwartym: catkowo-r6zniczkowych nieréwnosci, pierscieni

Kondratiewa, metode De Giorgiego - Stampacchia i metode iteracyjna Mosera.
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Zdefiniujmy teraz pewne wartosci, ktéore beda przydatne w przedstawieniu gtéwnych

wynikéw rozpatrywanego problemu (@QL). Niech

K_:= min{(l —65) — bs! "™ (m — 1) max {1, 2m_3} <u;0>m1 ;Cl_m}a (6.9)

l—m
K+ —mm{/C—, <ﬁ++b—b( —1)ma><{1,2m‘3}>}, B>0 (6.10)
oraz )
Kdm . jezeli B >0
A
Kom __ ezeli B <0,
my/5 (7)) T
gdzie ¢ = L., B jest zdefiniowana w (W),,, natomiast 9 jest najmniejsza dodatnig

warto$cia wlasna zagadnienia na wartosci wlasne (QEV P).

Glownym wynikiem tej czesci pracy jest nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 8. Niech u bedzie stabym rozwigzaniem zagadnienia (QL) oraz niech wa-
runki (i) — (iv) bedg spetnione. Zalozmy takze, ze znana jest wartosé My = max |u(z)].

el
Dodatkowo przypusémy istnienie rzeczywistych liczb k, > 0, K > 0 takich ,ze

by = Sglg@"”"{ J 1@ de+ [ lg(a,0)f71ds
4
Gy Ioy

+/|h(x,0)\wf"1ds}, o>1; (6.12)

o
F()—

1

7Gg

2 1 m(p— m— 2
K—sup oPlm= 7 f z e+Q’"7 9(z,0)]|"
D ){ ()2 g [CA)

,_.

% m2—m+1 - m— 1 m— 1
+||h<x,o>||j;p-1,ag)+gm<ml> F(IV9(@ 0 g + IR, 0) 7 )} (6.13)

gdzie
Qgi, jezeli o > Iy
w(o) =3 g™ nw (L), jezeli o =10 (6.14)
0%, jezeli o < V4.

Wowczas istniejq d € (0,1) i stata Cy > 0 niezalezna od u taka ,Ze

m—1

u(z)| < 00<|xyl—i¢(|x|)) T vr el (6.15)
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W rozdziale széstym badamy zachowanie sig stabych rozwigzan u € CO(G)NW | (G)
stabo quasiliniowego nielokalnego zagadnienia (WQL) Robina dla réwnan eliptycznych

drugiego rzedu w poblizu punktu katowego na brzegu:

(@ @hi) o =0, zeq
S+ Tpulul’ + fru(v(@)u(v(@))[ = g(a,u), zeT. (wer)
% + /‘Bx—"u|u|q = h(x,u), rel;

tutaj:

o 2= alfult(x) cos(TT, 7;) 1

W odniesieniu do zagadnienia (W@QL) przyjmujemy, ze spelnione sa nastepujace za-

lozenia:
1) q¢>0,0<0<v(g+1), fo =0, go >0, hog > 0 sq danymi liczbams,
2) warunek jednostajnej eliptycznosci:
v < a’(2)&& < p€?, Vr e G, VEER™; v, u=const >0,

(bez straty ogdlnosci mozemy zaltozyé, ze v < 1),

a’(z) = d(z), VYr €@, a’(0)=4d!, (i,j=1,2);

3) a¥(x) € C°(G) oraz spetniona jest nieréwnosé
2 NE
(Z |a* (z) — a”(y)!2> < A(lz —yl)
ij=1

dla kazdego x,y € G, gdzie A(r) jest monotonicznie rosngcq, nieujemng funkcjq

ciggla w zerze i takq, ze A(0) = 0;

4) la(@, u,uz)| < Ol Vul? + f(z); f(2) € Lpp(G), p> 2

5) M) <0, PED <) oraz g(r,0) € Lao(T), h(r,0) € Luo(T'-):

6) ’f(.’ll')’ < fO’:E‘S_Qa \g(x,O)\ < gle‘S_la ]h(a:,())] < hO’:E‘s_la 5>2— %

Y

7) My = max |u(x)|.

zeG
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Podobnie jak dla zagadnieri (L) i (QL) tutaj rowniez znajdujemy wyktadnik potegi
modutu cigglosci rozwigzania w poblizu punktu osobliwego O. Stosujac metody: catkowo-
rozniczkowych nieréwnosci, pierscieni Kondratiewa, metode de Giorgiego - Stampacchia
i schemat iteracyjny Mosera otrzymujemy globalne i lokalne oszacowania wagowych i
niewagowych catek Dirichleta oraz wyprowadzamy globalne oszacowania a priori modutu
stabych rozwiazan.

W tym miejscu warto odnotowaé, ze nie wiadomo nam o jakichkolwiek wcze$niejszych
badaniach dotyczacych zagadnien (QL), (WQL). W ten sposoéb badanie zachowania sie
rozwigzan tych nieliniowych probleméw rozwazone jest w tej pracy po raz pierwszy.

Glownym wynikiem tej czeSci pracy jest nastepujcie twierdzenie

Twierdzenie 9. Niech u bedzie stabym rozwigzaniem zagadnienia (WQL) oraz niech za-
tozenia 1) — 7) bedq spetnione z funkcjq A(r) ciaglq w zerze w sensie Diniego. Niech \*
bedzie nagmniejszq dodatniq wartosciqg wtasng zagadnienia (E'V P). Dodatkowo przypus$é-

my, ze

0<b< 50 (g(u —<0) + \/gQ(y —60)2 + Brwes(v — g@)) ) (6.16)

Wowczas istniejg d € (0,1/e) oraz stata C' > 0 zalezgca od v, pu,0,p, wo, b, By, O,
f07 hOa 90, Hf(x)”?,G? Hg(‘r7O)HOO7F+7 ”h‘<x70)“00,1—‘—7 S, M07 meas G7 diam G7
1/e

meas I'y, measT'_ [ @dr takie, ze dla wszystkich x € G78 zachodzi oszacowanie:
0

\x|AEi, jezeli s > Nk
lu(z)] < C ‘SL‘|>‘E¢ ln(é'), jezeli s = Nk (6.17)
|z|®, jezeli s < Mk,
gdzie
2[5++b+5g(1—g9)}—¢4fg+b+5g(1—ge)]2+zsb2wo7 jezeli B> 0
(0,1] 2 ky = (6.18)
2[ﬁ++b+<(17<0)]f\/4[f++b+<(17g0)]2+2b2w0’ jezeli B <0,

a B = B(\) jest okreslona w (6.5).

Warto tutaj odnotowaé, iz wynik gtownego twierdzenia rozdzialu szostego pokazuje,
ze stabe rozwiazania zagadnienia (W@QL) maja ta sama regularnosé co stabe rozwiazania
zagadnienia (L).

Rozdzial si6dmy zawiera dodatek, ktory jest zbiorem twierdzen i nierownosci wyko-

rzystanych w pracy.
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