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Recenzja pracy autorstwa mgr Barbary Uzar,
Klasy funkeji analitycznych generowane przez iloczyny Blaschke’go

przedstawionej jako rozprawa doktorska Radzie Wydzialu Matematyki i Informatyki
UniwersytetuWarminsko-Mazurskiego.

Teoria odwzorowan konforemnych ma swoje korzenie w poczatkach XX wieku w
pracach Koebego, Bieberbacha, Gronwalla, Léwnera i innych. Zostata wtedy wyrdzniona rodzina
S funkcji jednolistnych majacych w kole jednostkowym reprezentacjg postaci

fz)=z+ Z a,z"
n=1
i w tej klasie rozwiazane zostaty, migdzy innymi, problemy znieksztaicenia i pokrycia, a takze
zostata sformutowana hipoteza gloszaca, ze |a,| < n, potocznie nazywana problemem
wspotczynnikéw. Proby roztrzygniecia tego zagadnienia, podejmowane przez wielu
specjalistow, skutkowaty powstaniem rozlicznych metod badawczych i doprowadzity, po ponad
70 latach, do sukcesu. Wtedy tez, w pracach Nevanlinny i Study’ego, zostaly wyodrgbnione
podklasy S¢,S* rodziny S ztozone z odwzorowan kota jednostkowego na obszary wypukie
wzglednie gwiazdziste i pojawila takze si¢ nowa problematyka. P6zniej wyrézniono wiele innych
podklas klasy S i takie postgpowanie jest nadal aktualne , a badania sq prowadzone w réznych
o$rodkach na catym $wiecie.
W tym kregu zagadnien miesci si¢ praca mgr Barbary Uzar.

Swoja rozprawe podzielita Autorka na 6 rozdziatow.

W dwoch pierwszych zawarte zostaly znane wiadomosci dotyczace wiasnosci funkcji
Schwarza, funkcji Caratheodory’go oraz skoficzonych iloczynéw Blaschke’go. Zgromadzone
tutaj informacje sa wykorzystywane w dalszych rozdziatach pracy.

Wyniki Autorki, a wigc nowe rezultaty, zawarte sag w rozdzialach 4-6.

Dla ulatwienia narracji ustalmy, ze: N - oznacza zbior liczb naturalnych, m € N, Q jest
skoficzonym podzbiérem pierscienia 0 < |z| < 1, (Q moze by¢ takze zbiorem pustym), 4 jest
danym odwzorowaniem, A : Q - N.

W rozdziale trzecim najpierw zdefiniowane zostaty klasy funkcji okreslone symbolem
B(m,Q,A) zwiazane ze skoficzonymi iloczynami Blaschke’go oraz klasy P(m,Q, 1) zwigzane z
funkcjami o dodatniej czgsci rzeczywistej, czyli funkcjami Caratheodory’ego. Ustalone zostaly
relacje migdzy nimi (Tw. 3.9 i Tw.3.10).

Nastgpnie zostaly one wykorzystane do okreslenia podklas

P'(m,Q,1),85(m,Q,1),5*(m,Q,1)
w zawartych w klasach funkcji odp. o ograniczonym obrocie, wypuktych, gwiazdzistych.
Nalezace do nich funkcje sg jednolistne. Wyr6zniona zostata ponadto klasa T(m, 2, 1)
zawierajaca funkcje analityczne, réwniez niejednolistne, zwigzana z funkcjami
Caratheodory’ego. Twierdzenie 3.25 podaje reprentacje funkcji podanych klas w postaci
superpozycji funkcji o dodatniej czgsci rzeczywistej i funkeji Schwarza.

W czwartym rozdziale dowodzi si¢ kilku wersji oszacowan od gory funkcjonatow
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p(2)], I % oraz od dotu funkcjonatu Re(p(z)), dla p € P(m,Q,1) . Przytoczone
uzasadnienia twierdzen 4.5-4.10 maja standardowy charakter, podczas gdy dowody tw. 4.11 i
4.12 sa dluzsze, cickawsze i wymagajg sporej pomystowosci. W tw.4.13 -414 przynoszg dwie
wersje twierdzenia o znieksztatceniu w klasie P(m,Q,1).

Wykorzystujac wyniki otrzymane w rozdziale czwartym, rozwaza si¢ w rozdziale pigtym
zagadnienia wyznaczania promieni gwiazdzistosci i ograniczonosci obrotu w klasie 7(m,€, )
oraz promienia wypuktosci w klasie P'(m,Q, 1). Znajduje si¢ dolne ograniczenia wymienionych
statych przy czym ograniczenia te sg okreslone jako najmniejsze dodatnie ,wzglednie jedyne,
pierwiastki réwnan algebraicznych wyzszych stopni. Pokazuje sig, ze przy stosownej redukcji
parametréw mozna stad otrzyma¢ znane wczesniej wyniki innych autoréw.

Rozdziat szésty poswigcony jest problemowi wspotczynnikéw. W tym celu dokonuje autorka
pomystowej modyfikacji definicji klas wprowadzonych trzecim rozdziale i oznacza te rodziny
symbolami P(m,A), P'(m,A),S*(m,A),S¢(m,A), T(m,A). Znajduje sig najpierw (7w.6.5)
reprezentacje funkcji p(z) € P(m,A) w terminach funkcji Schwarza, nastgpnie wzory na
wspotczynniki Taylora ¢, i cma funkcji p(z), aby po skorzystaniu ze znanych nier6wnosci
spetnianych przez poczatkowe wspétczynniki funkcji Schwarza otrzymaé ograniczenia od gory
dla em| 1 |ems1], (tw.6.8).

Z uwagi na postaé otrzymanych oszacowan nie jest jasne, czy sg one lepsze niz klasyczny
wynik |e,| < 2. Autorka stawia stosowna hipotezg i dowodzi jej stusznosci w jednym
przypadku.

Twierdzenia 6.12 i 6.13 przynosza oszacowania wspotczynikéw w klasach

P'(m,A),S*(m,A),S(m,A), T(m, A) przy upraszczajacym zatozeniu A = (a).

Pomyst wyr6znienia klas B(m,Q, 1) i P(m,Q, 1), a w konsekwencji klas
P'(m,Q,A),5¢(m,Q,1),S*(m,Q, 1) jest oryginalny. Podobnego podejscia nie spotkatem w
znanej mi literaturze przedmiotu. To jest wazne novum jakie przynosi rozprawa.

Uzasadnienia wigkszosci prezentowanych wynikéw maja do$é rutynowy charakter. Jednakze
dowody twierdzen 4.11 i 4.13 , a takze niektorych wnioskéw sa pomystowe.

[ Przy okazji pragne zauwazy¢, ze Autorka poprawnie dowodzi istnienia jedynego
rozwiazania réwnania (5.16) w przedziale (0, 1). Jednakze dokonujac podstawienia x = r +7r~
mozna to rozwigzanie wyznaczy¢ efektywnie].

Ciekawe jest réwniez podejécie do problemu wspétczynnikéw, chociaz postawiona tam
hipoteza jest uzasadniona jedynie czgsciowo.

Praca zredagowana jest starannie. Wybor cytowanych wynikéw innych autor6w swiadczy o
dobrej znajomodci literatury przedmiotu.

Godnych wzmianki usterek nie znalaziem.
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Wyrazam opinig, Ze recenzowana praca zawiera elementy nowosci naukowej i przynosi
interesujace rezultaty. Co wigcej, istnieje mozliwos¢ dalszego wykorzystania pomyshu
wyrézniania innych specjalnych podklas klasy S.

Uwazam, Ze praca spelnia wymogi stawiane rozprawom doktorskim przez odpowiednia
Ustawe.

Dlatego wnosz¢ o przyjecie rozprawy i dopuszczenie mgr Barbary Uzar do dalszych
etapow przewodu doktorskiego.

Lublin, 22 lipca 2015 roku. _—



